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＊本稿は筆者の担当するr英語経済学」の補助資料とする目的で用意されたもので
ある。筆者にとっては，ここでのテーマは専門外のものではあるが，既存の文献から
この種の整理をしておく必要牲を常々感じていたこともあり，解説資料作成という観
点から試みた次第である但補助資料とLての本稿の性格上，本来なら教科書レベルで
述べられる初歩的な数学上の定馴こついても，経済分析との関連をみるという利用上
の便宜を考え，敢えて繰り返されている。また，注においては必要以上の解説が加え
られていることも断っておく。
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1）　オイラーの定理
2）需要関数のO次同次性
3）生産関数の1次同次性
は　　じ　め　に
　経済量相互間を関数関係として把え，これを基に推論を行なうというのは経
済分析における伝統的手法である。この推論を具体的ならしめるのは一変数な
いし多変数で示される関数の展開であるといえよう。その際，基本となるのが
テイラーの定理である。
　今日経済分析に適用される数学上の用具としては線型代数が主役を演じてい
るといえるが，徴分学も依然として頻繁に用いられているのは事実である。本
稿は徴分学に関する数学上の基本認識を行なった後に，これに関連するミクロ
経済理論の代表的事例を既存の文献の中から取り出そうというものである。テ
イラーの定理は，高瀬〔7〕で述べられているごとく，徴分学の基本定理であ
るので，これを解説することに主眼を置く。基本的には一変数関数の場合を中
心とするが，経済分析におげる諸々の関数（需要関数，供給関数等）が多変関
数として表わされるケースを想定して，これを多変関数の場合に拡大する。ま
た，その廷長として多数関数の偏導関数について述べるといった1頃序で検討を
進めることとする。
1．一変数関数の展開
　1－1テイラーの定理一その1一
　関数ツ＝！（κ）が，例えばべき級数のような型で示されるとすれば，これを利
用して具体的推論を行なう上では，特にその利用価値は増大する。テイラーの
定理は童さにこのために用意されたものであると解釈されよう。ティラーの定
理はr違続関数に関する最大値最小値の原理」を出発点として，ロルの定理を
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経て説明されるので，本節においてもこの順序で論述を展開することとする。
［定理1〕関数ツ＝久”）が閉区間〔α，あ〕で連続ならば，この関数は，
この閉区問の内部のある点で最大値と最小値をとる。（連続関数に関
する最大値最小値の原理）
〔証〕
　暫
f（τ）一一一一一一…一■一一■■’一一1
甘＝ヂ（π）
f（C）一一一一一
　　　　　　　　　　　北α 　　　 　　　6
より厳密にはDedek亘ndの切断の概念を用いて説明しなければたらない（高
瀬〔7〕参照）が，ここでは上図より最大値，最小値が存在することは明ら
かとLておこう。
〔定理2〕関数ツ呂グ（尤）が開区聞（α，ろ）で徴分可能，閉区間〔α，あ〕
で違続とする。八α）＝八ろ）底らば，グ1（o）＝O底る点が（α，ゐ）の中
に存在する。（Roneの定理）
〔証〕
〔定理1〕より，ツ＝八北）は〔α，あ〕で最犬値，最小値をとることになるの
　で，！（c）≦1（κ）≦1（グ）
　イ）八κ）が（α，ろ）の1点で最小値をとる場合，すなわち，少くとも上式
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の左側の等号が成立しない場合σ（o）〈スκ）≦八グ））：
型＝f（北）
あ　　北
グ（o）＜プ（o）＝1（あ）よりo〈o〈あ
ゐ≧0について
爪c一〃）≧グ（6）
lim1（c一ん）イ（・）≦。
此→o一　　一〃
1（c＋ゐ）≧1（c）
ポo＋等刊・・
　．．．　∫’（6）＝0
口）∫（”）が（α。ろ）で最小値をとらない場合，すなわち，先の式の左側の
不等号が成立しない場合ぴ（6）＝久κ）≦八グ））：
パ・）
’’　　　■1　一一■’一　一　‘　、
　　　　1　　　　　　　　1　1　　　I　　　　1
　1　　　　1　　　　1　I　　　　■　　　　1
　’　　　　　1
　I　　　　　　l
　1　　　　　　　1
　1　　　　1　　　　1
α　　　『　　　6
4＝1（北）
最小値は八0）≡1（6）よりα＜7〈6・よって（α，ろ）の1点で最大値をと
る。イ）と同様の操作で■（グ）；0
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　ここで，グは（α。あ）の1点を示すものにすぎないから，これをoで代
　表させてもかまわない。　　　．．．グ’（o）＝O
ハ）1（κ）が（α。ろ）で最小値も最大値もとらない場合，すなわち，先の式
　において両側の等号が同時に成立する場合ぴ（c）；八”）＝久γ））：
　　　　　　　9
”＝戸（π）
（＝居）
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　κ　　　　　　　　　α　　　　　　　あ
グ（κ）二后と表わされるので∫’（6）＝0
以下，最大値に関しても全く同樹こ証明しうる。 〔証終〕
〔定理3〕関数ツ≡八ガ）が開区間（α，6）で勿回徴分可能，八κ），∫（1）
（κ）。……，グ（切一1〕（κ）が閉区間〔α，ろ〕で遵続とすれば，
　　　　　　か11（『，（α）　　　　！（勉〕（6）
　　　1（δ）＝Σ　　　　（ムーα）『十　　　（る一α）蜆　　　　　　㌍田　〃　　　　　　　〃
なる6が（α，あ）の中に存在する。（Tay1orの定理）
〔証〕
　　　刑’11ω（α）／（あ）一Σ　　　　（ろ一α）・
　　　側　　グノ
　　　　（あ＿α）砲　　　　＿K　とおき，関数
　　　　　　冊一11ω（π）亙（κ）冨1（ゐ）一Σ　　　　　（ろ一カ）・一K（ろ一π）珊
　　　　　　。。o　　〃 を作る。
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条件より，F（κ）が〔σ，ろ〕で違続，（α，ろ）で徴分可能である二とは明ら
かであり，また，F（α）＝凧6）＝Oであるので，F（κ）は〔定理2〕の条件
を涛している。よって，”（0）≡O，σく6＜あなる6が存在する。
　　　　　　　　　　∫（柵）（κ）
　　　　　F1（κ）＝（勿一1）1（トκ）旭一1＋”K（トκ）冊一1だから
　　　　　　　　　　∫（刑〕（o）　　　　　F’（c）：（弼一。）！（トo）冊一’十”K（5－c）冊一’＝0
これよりKを求めて最初の式に代入すれば
　　　　　　　　皿■1∫（f〕（α）　　　　　∫（蜆〕（0）
　　　　　グ（ゐ）呂Σ　　　　（あ一α）『十　　　（ろ一α）冊　　　　　　　　。。0　〃　　　　　　　〃
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　〔証終〕
　ここで，テイラーの定理を経済分析に直接役立てるような型での展開式とし
ておこ5。先に1（κ）は〔α，あ〕で連続であると考えたが，いまゐ＝κと考え
れぱ，〔α，κ〕はαを含む区間を意味する。！（κ）が（σ，κ）で〃回徴分可能，
1（π），∫ω（北），…・・プ（冊一1〕（κ）が〔α。π〕で運続とすれば，αと”の中にある点
（それば6＝α十θ（卜α），0＜θく1と表わせる）が存在L，八κ）は次のように
展開できる。
　　　　　　∫（D（α）　　　グ（2〕（α）　　　　　　　戸珊一ユ〕（α）
〃一1（σ）・1ノ（κ一α）十。！（H）2＋“．．’十（勿一。）！（”■α）珊1’
　　　　　　グ（冊〕（α十θ（卜α））　　　　　十　　　　　　　　　　　　（κ一α）机　　　O＜θ＜1　　　　　　　　　　■（1－1）
　　　　　　　　　パ
これをテイラーの展開式，またはαのまわりのテイラーの展開式という。
さらにラグラソジーの剰余見一∫（；lc）（1－1）刑について・甘一・とす
るならばω，∫（κ）は次のようにべき級数に展開される。
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　　　　　　　八か八α）十∫（壬；α）（π一α）斗　十グ（芸享α）（κ一α）十
　　　　　　　　　　〇〇∫｛椛〕（α）　　　　　　　　　≡婁。〃（κ一α）冊　　　　　　（1－2）
これを八κ）のテイラーの級数展開式・またはαのまわりのテイラー展開とい
い，経済分析で用いられる関数について，よくほどこされる。
　テイラーの展開式において炉Oとおくと，
　　　　炸久・）・グ（l！0）糾・｛；…甜・一・1（姜1幼・（・r・）
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　0くθ〈1
これをマクローリンの展開式1またはOのまわりのテイラー展開式という。同
様に，テイラー級数展開式は
　　　　　　　　　グ（1〕（O）　　1（冊〕（0）　　　　ル）＝！（0）十　　外　　十　　炉十　　　　　　　　　　　1ノ　　　　　　〃
　　　　　　　oo　　1｛珊〕（0）　　　　　　＝婁。〃”　　　　　　　　（1－4）
これを1（κ）のマクローリン級数展開式，または0のまわりのテイラー展開と
し・う。
　さて，テイラーの定理は，当然のことながら炉1としても成立する。この
場合には・テイラーの定理は平均値の定理とよばれ，これまたしばしぼ利用さ
れるのである。
〔定理4〕関数戸プ（κ）が開区間（α。ろ）で徴分可能，閉区問〔α，ゐ〕
で連続とすれば
　　　　　　　グ（あ）一1（α）
　　　　　　　　　　　　≡■（c）　　　　　　　　　る一α
なる6が（α・ろ）の申に存在する。（平均値の定理）
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〔証〕
〔定理3〕において，勿＝1とすれば
　　　　　　ア（6）＝1（α）十∫（i）（c）（ろ一α）
　　　　　　　　　∫（あ）一1（α）
　　　　　　　　　　　　　　一■（6）　　　　　　　　　　ろ一〇 〔証終〕
　なお，〔定理2〕，〔定理4〕より，ロルの定理は平均値の定理において1（α）
イ（5）が成立する場合であることが判明する。平均値の定理からは，次の2
つの系カミ導かれる。
　〔系1〕関数戸1（κ）が開区間（みみ）で徴分可能，閉区閻〔屯あ〕で1
■’　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　■　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　■連続とすれば
　　　　　　　　　　　　　　　　〃）イ（α）　　　　　　　　i
　　　　　　　　ア’（α十θ（ろ一α））＝　　　　　　　　　　　O＜θ＜1　　　　　　　　1
　　　　　　　　　　　　　　　　　ろ一α　　　　　　　　　　　　　　一
　なるθが存在する。　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　’
〔証〕
〔定理4〕でoばαとあの中に存在することからc＝α十θ（トα）　0＜θ〈1，
　これを〔定理4〕に代入すればよい。　　　　　　　　　　　　〔証終〕
〔系2〕関数戸八κ）が開区間（σ，σ十ゐ）で徴分可能，閉区間〔α，り
十加〕で連続とすれば　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　！
　　　　　　　グ（α十ゐ）イ（o）十乃グ’（α十肋）　0＜θ＜1　　　　！
なるθが存在する。　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　1
〔証〕
〔系1〕でろ：α十ゐとおけぱよい。
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〔証終〕
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　1－2部分均衡分析による均衡価格の安定条件一テイラーの定
　　　理の適用一
　均衡価格の安定条件の検討は，どちらかといえぱ，定係1階線型徴分方程式
ないし差分方程式を用いる泰例として引き合いに出され私しかし，これらの
方程式を解く前提として，需要関数，供給関数が一次式ではなく一般的な型で
与えられている隈り，超遇需要関数なり，超過需要価格関数を展開しなければ
ならない。そのためには，テイラー展開が必要となってくるのである。
　ここで，均衡の存在を前提としてその安定性について若干の整理をしておこ
う。先ず，均衡の安定とは，揚乱（実際の価格が均衡価格と異なっている状
態）の結果として均衡への復帰の運動が生ずるときのことをいい，不安定とは
そうでない場合のことである。この安定性の検討を，Henderson＆Quandt
〔1〕は静掌的安定性と動学的安定性とに分げて行ない，後者をさらにtime・
1agを伴たう場合（差分方程式の利用），ti㎜e・1agを伴なわたい場合（徴分方
程式の利用）に分けている。本稿では今井他〔3〕にしたがい，安定条件の分
析は動学的方法によらなければならないという立場をとる。そして，塞本的事
例として，同書よりtime－1agを伴なわない場合を取り上げる。（time－lagを
伴なう場合の代表的なケース，くもの巣理論等については拙稿〔9〕で述べる
予定である。）
　安定条件についての代表的な接近方法はワルラスとマーシャルのそれである。
ワルラスは超過需要（あるいばマイナスの超過需要）が時閻的プロセスを経て
なくなっていくことが安定条件であると考えた。すなわち，碗格がヵのときの
趨遇需要（D⑫）一s⑫））は価格の時間的変化助〃に比例するという徴分方
程式
　　　　　　　鋤批；尾・〔0ω一∫⑦）〕　　　　　　…・・……・（1－5）
　　　　　　　　　　尾。：価格の反応遠度
が安定した解をもつための条件が安定条件であるとするのである。一方，マー
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　101
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い． マイナスの超過需要
S＝S（ρ〕
↓
　　　　　　　　多
　　　　　　　　　　　　　　　　　H
　　　　　　　　ρI　　　　　一一一一一r一一一一　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　DコD（ρ）
　　　　　　　　　　　　　　　プラスの超過需要
　　　　　　　　0　　　　　　　　　　　　　　　　　　q　　　　　　　　　　　　　　　　　q
シャルは超過需要価格（あるいはマイナスの超遇需要価格）が時問的プロセス
を経てなくなっていくことが安定条件であると考えた。すなわち，数量が¢の
ときの趨過需要価格伽（q）一ヵ。（σ））は数量の時閻的変化吻炊に比例すると
いう徴分方程式
　　　　　　　6σμト尾・晦（σ）一カ岳（α）〕　　　　　　・……・…・（1－6）
　　　　　　　　　　尾。：数量の反応速度
が安定した解をもつための条件が安定条件であるとするのである。②
　そこで，（1－5）式なり（1－6）式が安定した解をもつための条件を探ってみ
よう。どちらか一方について行なえば他は同様に類推できるので，ここでは定
係1階線型徴分方程式（1－6）式を解く。いま，超過需要価格関数をF（σ）と
し，これを均衡数量クのまわりでテイラー展開し，一次徴分の項までとるとい
う線型近似の方法で表現する。
　　　　　　　　　　F（1）（ζ）　　　　　F（2〕（ζ）　　　ア（σ）＝■（ク）十　　　　　（σ一ク）十　　　　　（4一ク）呈斗　‘
　　　　　　　　　　　1∫　　　　　　2ノ
　　　　　　　　　　亙（荊一1〕（ク）　　　　　　　　　十　　　　　（ローζ）抽‘1＋見　　　　　　　　　　　（〃一1）ノ
　　　　　　　　　≠F’（ク）（トク）　　　　　　　　　……（1－7）
　　　　　　　　　　　（以後，等号として扱う）
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これを（1－6）武に代入して
　　　　　　　吻μ一尾・F’（ク）α＝一尾・F’（ク）亘　　　　・……一（1－8）
（1－8）式の一般解を求めれぱ帽〕
　　　　　　　σ≡肘（⑳一ζ）紬F’（ヨ）ま　　　　　　　一・……（1－9）
（1－9）式は鳥F’（ク）＜0であれぼま→・。のとき，安定解をもつ。尾・＞Oで
あるから，安定条件は〃（σ）〈0，すなわち，超過需要価格関数の均衡数量で
　　　　　　　　曲／出
！一
0　　　　　　　　¢
の徴係数が負ということである。このことは，超遇需要価格関数が右下りであ
ることを意味し，数量がクより少ない場合には時間の経遇と共にクに近ずくこ
とを示している。
　（1－5）式についても全く同様に，安定条件は亙’⑦）＜0（ただし，亙⑦）は
超過需要関数）となることが容易に把握できる。
1－3割引現在価値の表現一ロピタルの規則を用いて一
　1）　ロピタルの規則
例えば，多期閻にわたる投資を行なう場合，各期に発生する収益，費用を把
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握したげればならないが，投資基準等を検討する上では，それらを一時点に換
算する必要がある。この計算プPセスにおいて，ロピタルの規則は有用な役割
を果すが，これは原則的にはテイラーの定理（一部にはその特殊ケースとして
の平均値の定理）から導かれる。
　2つの関数1（κ），g（エ），およびそれらの（ト1）階迄の導関数におい、
て，κをある値αに近ずけた時の極限値がすべてOの場合，すなわち，
1（α）ニグ（D（α）＝一・・＝1（砲一1）（σ）＝0，9（α）＝9（D（α）＝……＝9（皿一1）（α）
1一・の験1im且が存在するならば
｛　　　　　　亜→皿g（κ）
i　　　1m皿＝lm∫（刷〕（κ）
1　　　　　　　　莇→岨g（”）　畑皿gω（κ）
1である。ただし，八κ），g（κ）はαの近傍で連続，α以外で徴分可能，
1かつg（π〕≠0とする。（1・Hop並a1の規則）L
〔証〕
1im戸）（∬）≡戸〕（α）（7＝O，1，……，〃一1）において，7＝Oの場合と，7が1以
亜→凸
上の場合を検討すればよい。
イ）俸0のとき，すなわち，八σ）6g（α）＝Oのとき：平均値の定理の〔系2〕
　より
　　　　爪α十乃）イ（σ）十〃’（α斗θ・ゐ）＝〃1（σ十舳）O＜θ・＜1
　　　　9（α十乃）＝9（α）十ゐg1（σ斗θ・危）＝乃g’（σ十θ・ん）O〈θ・＜1
　　　α十”呈ゐとおけ｝f
　　　　　　ル）冒庇11（α十θ・ゐ）　O＜θ・＜1
　　　　　　g（北）＝免g’（α十θ曲）　　0くθ2＜1
　　　　　　1m坦一1・m∫1（・十θ・加）一■（α）ただし。・（、）キO
　　　　　　川g（ガ）”9’（α十θ毘ゐ）91（0）
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口）7＝1のとき，すなわち，1（α）＝ノω（α）＝O，g（α）＝g（1〕（σ）＝Oのとき：
テイラーの定理で〃＝2とし，αのまわりの展開式を求めれば，
　　　　　　　　　　　　　　　！（2〕（α十θ・（κ一α））　　1（κ）＝∫（α）十／ω（α）（κ一α）十　　　　　　　　　（κ一α）2
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　2
　　　　　∫（2）（α十θ・（卜α））
　　　　＝　　　　　　　　　（κ一α）茗　　0＜θ1く1　　　　　　　　　2
　　κ＝α十ゐとおけ｝ま
　　　　　　　　1　　　　ノてκ）＝一乃干1＝2〕（o＋θ1ゐ）　　　O＜θ1＜1
　　　　　　　　2
　　　　　　　　1　　　　　9（κ）＝一ゐ2g（2）（α十θ里ゐ）　　　O＜θ2＜1
　　　　　　　　2
　　　　11m巡＿11mグ（茗〕（α十θ1ゐ）＿グ（2〕（α）
　　　　　　　　　＿　　　　　　　＿　　　　　ただしg（望〕（α）十0　　　　　坦→匝g（北）厄→ogΩ）（α十θ・乃）　9（2〕（α）
以下。同様に7＝〃一1のとき迄証明できる。　　　　　　　　〔証終〕
　さて，初歩的経済分析に用いられるのは，上記イ）仁0の場合が多い。す
なわち，
搬プ（κ）＝ノ（o）＝α　鷺g（”）＝g（α）＝Oの場合，
l1m且J・m1（1〕（名）である。
o→皿g（κ）　莇→祀φ1）（”）
　この規則は，例えば生産関数においてコッブ＝ダグラス型関数とCES型関
数が等しくなる場合を検討する際等にも有用である。
　　2）割引現在価値の表現
　元金Wを利子率6で年1回の複利計算をした場合，ま年後の元利合計はW
（1＋｛）呈とたる。ここで，複利計算は達続的に行たわれるとする。いま、複利
計算が年〃回行なわれたとすると，ま年後の元利合計はW（1＋伽）舳である。
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　l05
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　　　　　　　2＝昌（1一←〃〃）刎　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　・・・・・・・・・…　（1－10）
とおけば，Zば元金の倍率を示す値である。複利計算が違続的に行なわれると
いうことは，〃→。。の場合を考慮すればよい。その場合の極限値1imZは，複
利計算を連続的に行なった場合のま年後の倍率を示す値であることはいう迄も
ない。（1－1O）式の対数をとり
　　　　　　　　　　　log（1＋〃〃）　　／て〃）　　　　　　　1og　Z＝　　　　　　　　　≡　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（1－11）
　　　　　　　　　　　　1／〃　　　g（〃）
ここで，
　　　　lim1（刎）＝0，li㎜g（〃）：0
　　　　魁多細岳’芋（半魁÷ト4
であるから，
　　　　　　　伽　〃
ロピタルの規則より
一厩
　　　　　　　　　　　爪〃）　　　■（物）　　　　1in1log　Z＝1il＝n一＝1in1　　　　加→。。　　　　蜆→。。9（〃）　弼→。。9’（〃）
が成立し，
　　　　　　　　　〃1im　log　Z＝lin1・H。。　　　　冊→。。1＋伽 ・（1－12）
となる。よって
批
1＋｛／抑
1im　Z：1imθ　　冒θ批
冗一“oo　　　　　冊一→oo
・（1－13）
すなわち，元金wはf年後には召批倍にたるのである。この論理は，あらか
じめ与えられたチ年後の元利合計を現在価値に割引く場合には逆に適用され
る。f年後の元利合計wを利子率で割引いた現在価値は肌’“で示されるの
である。
　I06
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　例えば，公共投資によって生ずる便益が時閻まの関数として
　　　　　　　BF3（ま）
で示されるとすると，一定の期問τの便益3（τ）は，利子率タで現在価値に
割引くとB（T）θ一”となる。期間Oからτまでの総和は
伽一／：B（1）θ州
と表わされ，同様に費用は
α・一1ζB（1）θ一M
となる。初歩的投資基準としては3o・一Co・，3or／Corが間題とされるのであ
る。
2、　多変数関数の展開
　2－1テイラーの定理一その2一
　経済分析に登場する諸々の関数に関しては，多変数関数として示されるのが
一般的である。この場合，多変数関数の展開が必要となってくるのはいう迄も
ない。前節で検討したテイラーの展開式，級数展開式は，多変数の場合に容易
に拡張可能である。具体的には2変数の場合を検討すれば，多変数の場合が推
論できるのである。
　いま　　　　2≡久π，ツ）
で，∫（κ，ツ）はテイラーの定理の条件を満すものとする。すなわち，／（”，ツ）が
第弼階迄偏導関数を有し，それが連続であって，2点（α，ろ），（κ、ツ）を結ぶ線
分（α十（κ一α）ま，あ十（トあ）ま）（0≦τ≦1）が∫の定義域（開集合）に含まれると
する。ここで，計算の便を考えて，2点（α，ゐ），（”，ツ）をそれぞれ（κ，ツ），（κ
十ゐ，什尾）とおくと，2点を結ぶ線分（κ十〃，ツ十肋）（0≦主≦1）もグの定義
域にある。
　　　　　　　F（τ）＝∫（兄十〃，ツ十肋）
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は区閲0≦ま≦1（2点を結ぶ線分上）におげるfの関数である。F（τ）は1変数
の合成関数であるから，その高次導関数は一般的に
　　　　　　　券・（1）一（ん去・尾舌）切）
　　　　　　　　　　　　（詳細は3－1　2）を参照）
条件より
岳・（・）一（1去・1舌）・（・）一（1去・1音）舳）
烏・（・）一（1去・1舌）㌦／）
券榊一（1去・1音）仙1い・㈱
一方，F（ま）をまについてマクローリソ展開すると＝4〕
　　　　　　　　　　　F（1〕（0）　　　F‘抑■1）（0）　　　　F（チ）＝F（0）十　　　τ十　十　　　オ冊一1＋　　　　　　　　　　　　　1∫　　　　　　　（勿一1）∫
6　　　　　　　　　6冊一1　　　　　6弼
一F（0），　，　　亙（O），一ア（θま）を代入して雄　　　　　　　　”弼一1　　　　雄刑
F（’＾〕（θオ）
　　　　ま柵　〃∫
・（1）一他ツ）・÷（乃去・尾舌）ルツ）・一・
　　・（姜≡1）、（庇岳・尾音）冊一ンり）・告（ゐ去・后舌）冊
　　　　　　　1（π十脇，ツ十脇）　0＜θ＜1
ここで，ま≡1が連続性，徴分可能性などの条件を満す定義域にあるので，去呈1
とすれば
・（・）一ル・瓦ツ・后）一ルツ）・士（尻去・后音）八り）・一
　　・（閉≡1）’（ゐ去・尾音）炉んツ）・朴去・尾舌）切
プ（κ斗肋，片棚） O＜θ＜1
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さて，われわれは関数∫（力，ツ）に対Lて，先ず2点を（α，あ），（κ，ツ）として出
発したが，これを（π，ツ），（κ十乃、ツ十尾）におきかえて検討を進めた。ここで原
点に戻り，2点を（α、ろ），（尤，ツ）に戻すと上武は，グ（κ，ツ）の次のようた展開
式で表わされる。
1〔定理5〕
〃ツ）一他1）・十（ゐ去・尾音）伽あ）・…
　　　・（勿≡、）、（ぺ・尾音）㌦仏ろ）
　　　・去（1去峠）柵（1・舳・11）・・1・・
（（α，ろ）を中心とする2変数のTaylorの定理）
3変数の場合は，∫（北，ツ，2）は（α，5，6）を中心として
八け・）一八れむ）・÷（・去・冶音・1去）八れ・）・…
　　　　　・（”≡、）f（ゐ去・尾音斗1去）㌦れ・）
　　　　　・去（1去斗1音・1去）ソ1・舳・軌・・ll）
　　　　　　　　　　0〈θ＜1
と展開されうるのである。
　また，　〔定理5〕において，o昌O，ろ＝O，か＝κ，尾≡ツとおけば
・（2－1）
舳）一舳）・÷（令1舌）凧・）・・……一
　　　・（秘≡1）、（π去峠）㌦・）・朴去・1舌）珊
グ（棚，ツθ）　0＜θ＜1 ・・・・　・・・…　（2－2）
　　　　　l09
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となり，これを（O，O）を中心とするテイラーの展開式，または2変数関数の
マクローリンの展開式という。
　2－2代替効果の表現一多変数関数のテイラーの定理の適用一
　価格理論の基本方程式であるスルツキー方程式（3－22）参照）が教えるよ
うに，価格の変化が消費量に及ぼす影響は，代替効果と所得効果の2つの効果
に分けて示され私これは消費の理論の基本を構成するものであるから，ここ
に例を求めてテイラーの定理を適用してみる（例は稲田〔4〕に基づく）。
　代替効果は，ある財の価格が変化した場合に，消費着の効用水準を変らない
ままにするために，消費量をどう代替させねばならないものかを示すものであ
る。そのためには所得の補償が必要となることはいう迄もない。
　いま2財を想定し，第1財の消費量は両財の価格と所得の関数，すなわち
　　　　　　幼＝κ・（か，伽，〃）　　　　　　　　一一…（2－3）
とする。この場合，近似的には，代替効果は価格力・が加十仏に変化し，そ
れに応じて所得が〃十助伽になるように補償された時の需要量の変化分1炊
で表わされる。｛5〕すなわち，
　　　　　　幼十4伽＝伽⑫・十仏，か，〃十仏痂）　　　……・・一（2－4）
（2－4）式の右辺を⑫，か，”）を中心にしてテイラー展開すれば
　　ψ・舳〃・似）一狐加〃）・（・峠・・去
　　　　　・伽缶）幼舳・）・・（”≡1）1（峠・・去
　　　　　・伽缶）㌦M〃）・去（伽去・・去
　　　　　十伽缶）㌦⑫・似州舳力伽1）
　　　　　　　　　　　　　∂π1　　　∂幼　　　　　＝狐加”）十万伽而伽・十ε（ψ）　　（ト・）
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よつて
　　∂κ1　　　∂伽1伽＝万小十研伽・十ε（ψ）
両辺をψ、で割って
　　　　　　　1幼　∂π・　∂狐　ε（ψ）　　　　　　　一≡　　　十　　　幼十　　　　　　　助1　助1　∂〃　　　ψ1
ここで
　　　　　　　　　ε（助）　　　　　　　11m　　　　＝0　　　　　　　助1→Oψ1
だから
　　　　　　　　　ル1　∂狛　∂κ1　　　　　　　11m’一　　十　　κ1　　　　　　　仏→0仏　∂伽　∂〃
（2－8）式の右辺が代替効果を示すのである。
・・…　　　　　（2－6）
・（2－7）
・（2－8）
3．多変数関数の偏導関数
3－1
　1）
関数
多変数関数の偏導関数
全徴分
2昌グ（κ，ツ） ・（3－1）
において・払／）・恥／）が存在して（川こ関して偏徴分可能であ
り），それらが連続とする。これは（3－1）式が全徴分可能であるための十分条
件である。（証明は高瀬〔7，p一ユ11～112〕参照）
〔定理5〕より，2を点（芳，ツ）を中心とLて，
　する。
勿＝2の場合のテイラー展開
プ（糾い・后）一凧ツ）・（乃去・后音）舳）
　　　　　　・÷（1去斗1去）kl・耽州1）0〈θ＜1
l　l　l
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整理して
1ル・い・居）一舳）／一（ゐ去・后舌）舳）
　　　　　　　一÷（・去・1舌）k糾1い・1l）
　　　　　　　　　　　　○くθく1　　　　　　　　　　　　　　・・………・（3－2）
ここで（・一・）式の右辺（1去・1剖㌔・1仏1・舳け1が同値
の無隈少であるとき，乃，尾より高位の無隈少である。㈹この意味で，乃，尾が
無限少であるとき，近似式
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　∂グ　　卯　　　　　　　プ（π十乃，ツ斗冶）一∫（κ，ツ）≒ゐ一十冶一　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　∂κ　　∂ツ
が成立する。増分記号を用いて
　　　　　　　　　∂グ　　∂グ　　　　　　　12≒一ル十一〃　　　　　　　　一…・・…（3－3）　　　　　　　　　∂κ　　∂ツ
（3－3）式の右辺は，κ，ツの変化に応ずる2の変化の大略を与える式であっ
て，2の増分そのものではない。これを2の全徴分とよびゐと書く。
　　　　　　　　　∂ゾ　　∂グ　　　　　　　狛＝一〃十一勿　　　　　　　　　∂北　　∂ツ
嬉北ならぼ伽＝”，ωκ…ツならばφ竈勿であるから
　　　　　　　　　∂グ　　∂グ　　　　　　　庇＝一〃十一勿　　　　　　　　…………（3－4）　　　　　　　　　∂”　　∂ツ
これカミ2の全徴分に関する定義である。
一般に，物変数関数
　　　　　　　ツ…八狛，娩，……・・…・，伽）
の全徴分は
　　　　　　　勿昌〃伽十〃狛十一…・…十九伽　　　　……一・・（3－5）
　　　　　　　　　　　　　　　　　卯　　　　　　　　　　　ただし，力＝一　　　　　　　　　　　　　　　　　∂幼
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で示される。
なお，（3－4）式に対する第2階の全徴分は，（3－4）式において，伽勿を
一定として，ゐをκ，ツの関数とみなせば
　　　　　　　　　∂ゲ　　　　∂ゲ　　　　∂ゲ　　　　　　　伽＝一〃十2　　伽φ十一砂　　　…・一・…（3→）　　　　　　　　　∂炉　　　　∂ツ秋　　　　∂ヅ
と記されるo幅］
　　2）合成関数
　（3－1）式で示される関数において，独立変数κ，ツが他の独立変数を媒介
にLて関数関係にあるとき，すなわち
　　　　　　　”≡κ（ま），ツ＝ツ（ま）
あるいは
　　　　　　　”＝κ（〃，砂），ツ＝ツ（〃，砂）
の形で与えられる（媒介変数表示）とき，2は
　　　　　　　2＝∫（κ（ま），ツ（玄））
　　　　　　　乞≡！（北（刎，砂），火〃，〃））
で示され，こういう形での関数表現を北（オ），ツ（ま）との，またκ（〃，砂），ツ（〃，0）
との合成関数という。
　合成関数の偏徴分法を全徴分に関する定義式を利用Lて，媒介変数が1つの
場合と2つの場合とに分げて検討する。
　イ）媒介変数が1つの場合：
　　　　　　茗＝1（π，ツ）
　　　　　　κ＝κ（ま）、ツ＝ツ（ま）
において，先ず2を全徴分する
　　　　　　　　　∂グ　　∂ゾ　　　　　　ゐ昌一泓十一め　　　　　　　　　∂π　　∂ツ
113
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次に，κ（ま），ツ（ま）が徴分可能として
　　　〃　　　一＝〆（ま）一→伽＝κ’（ま）励　　　〃
　　　め　　　万＝ヅ（ま）→吻＝ヅ（ま）”
これを前式に代入して
　　　ゐ　∂グ伽　∂グ勿　　　一昌一　　　十　　　一　　　〃　∂κ〃　∂ツ　〃
　一般に，〃変数関数に関しては
　　　φ　　幽1　荻2　　　　　　〆伽　　　一昌月一十声一十・………・・十方一　　　6娩　　　6肋　　　6娩　　　　　　　　4幼
と表わされる。
　なおここで，
　　κ竈κ（ま）：α十〃，　　ツ＝ツ（ま）≡あ十μ
とおけば，
　　　ゐ　　∂グ　　∂グ　　　ー＝ゐ一十冶一　　　励　　∂κ　　∂ツ
となり，Iさらにまで徴分すれば
　　　祭一（ゐ筈・1筈）2
以下，
　　　条（ゐ筈・1筈）岳
となる。この関係は形式的には
　　　去一（ぺ・尾音）岳
としておいてよい。これは数学的帰納法で容易に証明できる。
　口）媒介変数が2つの場合：
1工4
・・（3－7）
…　（3－8）
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　　　茗≡∫（κ，ツ）
　　　κ＝尤（〃，”），夕＝ノ（〃，砂）
において，合成関数表現すると
　　　乏≡久κ（〃，o），ツ（〃，砂））
〃＝ConSt．と考えて，2を〃で偏徴分する。イ）によって
　　　∂z　∂グ　∂κ　∂グ　∂ツ
　　　ー＝一　　　　十　　　　一　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（3－9）
　　　∂〃　∂”　∂〃　∂ツ　∂〃
砂に。ついても同様に
　　　∂2　∂グ　∂κ　∂グ　∂ツ　　　ー≡一　一十一　一　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　・・・・・・・・・…　（3－9）’
　　　∂砂　秋　∂砂　妙　∂沙
　　3）陰関数
　関数の表現において，例えぱ生産関数においてみられるように，独立変数，
従属変数をともに一方の辺に集め，他の辺はOのみという陰関数表現がある
（1（κ，ツ）≡O）。この徴分法を扱おう。
　　　　　　　　　　∂グ　∂グ　　　　　　∂グ1（り）において・万・万が遠続であり・デ0と帆ツはκだげの
関数であるので，！もκだけの関数である。それゆえ，κで徴分すると，
　　　∂グ　∂グφ　　　一十一　一＝0　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　…　“・・・・…　（3－10）
　　　∂κ　∂ツ扮
　　　　　　　亙
　　　勿　　∂κ　　ム　　　ー＝一一＝一一　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　・・・・・・・・・…　（3一ユ0）’
　　　伽　　　∂グ　　カ
　　　　　　　万
上のような式の成立することを陰関数徴分法という。
　なお，（3－10）式をκでもう一度徴分すると
　　　的　　仏∫孝一2んムカ十加刀　　　一＝　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（3－11）
　　　〃　　　　　　　ガ
とたる。
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　3－2同次関数について
　　1）オイラーの定理
　経済学においては・例えば需要関数がO次同次関数，生産関数が1次同次関
数であるといった具合に，用いられる関数が同次関数となっている場合がLば
Lぼみられる。そこで，同次関数についての基本的事項から検討を始めよう。
　先ず，同次関数は次のように表現できる。
　　　　2＝1（尤，ツ）について，
　　　　1（批，む）＝仰グひ，ツ）
が成立するとき，2をκ，ツの〃次の同次関数という。
　需要関数は，2財を想定した場合，
　　　伽；伽⑦1，か。”）
　　　娩＝娩⑦1，伽，〃）
と表わされるが，すべての価格と所得が同じ割合で変化したときには，需要量
そのものは変らない，すなわち，
　　　加（妙・，伽，〃）＝伽⑦・，加，〃）
とされる。需要関数を0次の同次関数としているのである。直感的に明らかと
思われるこの関係は，オイラーの定理によって説明可能である。また，生産関
数の1次同次性に関しても同様である。ここで，経済学上よく用いられるオイ
ラーの定理を述べ・これを需要関数・生産関数の性質解明に適用してみよう。
〔定理6〕関数八κ，ツ）が全徴分可能とする。
！（κ，ツ）が〃次の同次関数であるとき，
（ぺ・ツ音）kツ）一か・）……（・一糾・）舳）
1工6
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が成立つ。（Eulerの定理）
〔証〕
1（π、ツ）が〃次同次であるから
　　∫（伽，妙）＝卯∫（”，ツ）
この両辺を〆で徴分する。｛9コ
左辺一券他砂）十去・ツ舌）ン舳）
　　　が右辺＝一卯八κ，ツ）1〃（勿一1）……（〃一糾1炉■比／（κ，ツ）
　　　批比
左辺…右辺より
（κ去・ツ舌）ン枕砂）一・（悦一・）……（・一1・・）州り）
これはいかなる玄に対しても成立するので，f＝1とすれば
（κ去・ツ舌）んツ）一か・）……（・一糾・）舳）
〔証終〕
〔定理6〕においてト1とすれば
関数∫（κ，ツ）が全徴分可能とする。！（κ，ツ）が勉次の同次関数であ
るとき
　　　　∂久κ，y）　　∂凧κ，ツ）
　　　κ　　　　十ツ　　　　昌切（北，ツ）　　　　　∂κ　　　　∂ツ
が成立つ。
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　硅となる。また，関数を1（幼，…・，狐）とすれば，上記はΣ娩
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　｛＝1
助（伽，……，脇）
a伽
・1ユ7
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＝ψ（狛，……，炊）と表わすことができる。経済分析ではこのような形で示され
ることが多い。
　さて，　〔定理6〕を吟味Lてみよう。逆に，偏徴分方程式
　　　　　　　　助（π，ツ）　　∂灰∬，ツ）　　　　　　　κ　　　　十ツ　　　　＝ψ（∬，ツ）　　　　　　　　　∂π　　　　∂ツ
が成立っているとき，その解である未知関数グ（κ，ツ）’は〃次の同次関数にな
っているといえるだろうか。そのためには，偏徴分方程式を解き，その解の性
質を調べるといった到貢が必要とた乱、Lかし・一般に偏徴分方程式の解法は
常徴分方程式の場合ほど簡単ではないので，いささか便宜的に次のような方法
で検討してみる。
いま・舳）一〃（÷）とすれば上記偏徴分方程式において・÷一・と
して
　　　　∂　　　　　∂　　　　　　　　　　　一ツ　　　　　ツ左辺≡κ一〃1（〃）十ツー炉グ（〃）＝倣刑∫（〃）一κゲ’（〃）一一ト炉グ’（〃）一
　　　　∂κ　　　　∂y　　　　　　　　　　　κ　　　　　κ
　　＝舳蜆ブ（〃）＝右辺
とな1・舳）一〃（÷）は偏徴分方程武の解にな一ていること縦
ここ℃∫（÷）についてみぺ（÷）が1次同次である伽い柵
る“こついても
グ（1÷）一1廿）
が成立していなけれぼたらない。ま≡”とすれば
　　　　　　八ツ）一πヅ（÷）
これは未知関数の関係式の右辺で炉・とすれぼ成蝋よ一て・什）は
π次同次となっている。
一方，解を示す等式で炉1とすれば
l　i8
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∫（1，ツ）＝∫（ツ）
と帆∫（÷）が・次同次であることから・このこと幸示す式において1一κ
として
伽一〃（引
　　　　　　　　　　1弼辺を仰倍して，紅一とすれば　　　　　　　　　　κ
加）一グげ）
これは！（ツ），すなわち，未知関数が刎次同次と次っている’ことを示す。
　以上より，オイラーの定理は，経済分析への適用面を考えた場合，関〔6〕
に示されているように
1階線型偏徴分方程式
　　　比　∂吹伽，……，伽）
　　　Σ幼　　　旭。1　　　　∂狛 ＝〃（狐一・・，塩）
の解は〃次の同次関数となっており
　　　八赦1，・…・……・，伽）畠卯八狐，……　　，娩）
が成立つ。
としておいた方が便利な場合もある。
　2）需要関数のO次同次性
　消費均衡モデルにおいては，消費者はπ財の世界において，価椿⑦・，……，
加）と所得が与えられている場合，収支均等下で自らの効用を極大にするよう
行動する。すたわち，需要関数
　　　　　　　仁κ⑫・，……，加，〃）　　　　　　一一…（3－12）
は，
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　　　　Max一炉〃（狛，……，∬柵）
　　　　　　　他　　　　s・t・Σク脇＝”　　　　　　　　　…………（3－13）　　　　　　　｛＝1
　　　　　　　ただし，〃＝〃（娩，……，伽）ば効用関数を示す
を解くことによって求められる。ラグランジェ形式を利用して1階条件を求め
れば
　　　　別　　　　Σカ脇＝〃
　　　　｛＝1
　　　　∂L　　∂〃　　　　万一∂娩十伽＝0ク＝1・一・〃　　　　一一（3－14）
　　　　　　　ただし，λはラグランジェ乗数であり，所得の限界効用を示す
第2財の価格だけが変化したとして，（3－14）式をで偏徴分すると，ω
伽
加
加
カ1………　……・・ψ胞
∂2〃　　　　　　∂切
∂κ12　　　　　　∂κ1∂伽
∂切　　　　　　∂物
∂桃　　　鋤許
∂物　　　　　　　∂2刎
aκ何∂伽　　　　　　　∂”冊2
五∂加
坐∂ク
五∂ぞ1
∂ム
万
一勿
O
一λ
・．・・…　（3－15）
　　　　　　　　　　　　　　　　∂狛連立方程式（3－15）式を・未知関数万に関してクラーメルの公式を利用し
て解けば
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σ・加………・………加　∂娩
　　∂物　　　　　a切　　∂伽加　　　　　　……・　　∂娩2　　　∂幼卿
．　∂・。　　　　∂吃
わ伽……’∂仰
…　∂物　　　　∂砧
卸∂κ冊∂κ、…’’’∂端
O・・・…一κゴ・…・・・…ク皿
　　　　　　　　∂物　（3－16）
グ’．．二λ’．’．’∂伽
：　　　　∂物
伽∴’．1‘0．．∂κ冊・
（3－16）式の左辺の係数の行列式を1）（≠O）とし，右辺を（｛十1）列に関して
展開すれば
　　　　∂幼　　，刀・1・・　1）片川・　　　一＝一κ3　　　　　　　λ　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　・．　　　・・（3－17）
　　　　∂加　　　　1）　　　刀
また，所得だけが変化したとして，1階条件（1－14）式を〃に関して偏徴分
すれば，全く同様に
　　　　∂幼　　D1｛十1
　　　一≡　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　‘　　　・　、（3－18）
　　　　∂〃　　D
が得られる。
　一方，（3－13）武の双対間題として，効用が一定の場合に予算（所得）を最
小化するというモデルが設定される。
　　∫　　　　　　　　　冊　　　　Min．〃二Σ伽幼
　　　　　　　　｛！1　　　し　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　・…　““・…　（3－19）
　　　　S．t．〃（幼，……，κ刑）＝死
（3一エ9）式のラグラソジェ形式の1階条件を伽に関して偏徴分すれ苧同様
の手順でω
　　　箸」ゴ’竿川　　　……・…・・（・一・・）
が得られる。（3－20）式は価格が変化した場合，同じ効用水準を保つのに需要
量はどう変化するのカ㍉すなわち，代替効果を示すのである。
　（3－18），（3－20）式を（3－17）式に代入して
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箸一一嶋・纂」。。耐 “・“・・・・…　（3－21）
　　　　　　　6＝1，…………，〃，プ＝1，…………，刎
これはスルツキー方程式にほかならない。
　さて，（3－21）式のゴ＝1，一・・，〃に対応して加を掛けて加えると，
　　　着堵一一細祭・細祭」吐　・…一・…（・一・・）
1こで右辺の第・略箸」乱に注1帆代替効果の対称帥・
　　　祭し一箸＿就
また，（3－19）式の1階条件より
　　　冊∂〃　∂幼　　　Σ一一　　　　＝O　　ゴ・1∂仰　∂伽。＝。㎝乱
　　　　　1　∂〃　　　加丁万＝O
であるから
軸箸」乱一一÷ゑ暑箸
”吉COnSt．
＝O
よって，（3－22）式は
細箸・嶋一・ ・・・・・・・・・…　（3－22）’
となる。（3－22）’式の意味を探ってみよう。
　　娩＝期⑦1，……，加，〃）
とLた場合，偏徴分方程式
釦箸・嶋一伽
122
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の解は，オイラーの定理により、π次の同次関数となる。（3－22）1式は炸0
のケースを示しており，偏徴分方程式の解である需要関数は0次同次，すなわ
ち
　　　肋（妙1，……，伽，ま〃）＝ユψ1，一・・，加，〃）
であることを物語っているのである。
　　3）生産関数の1次同次牲
　生産の理論を検討する上では，生産関数，費用関数，供給関数の関係を明ら
かにしておかなげればならない。この基本的作業は経済学のいかなる教科書に
おいても示されているので（とりわけKre1le〔5〕は詳レい），ここではこれ
ら諸関数の中心的泣置を占める生産関数についての重要な性質を調べてみよ
う。
　いま，完全競争下のある企業が産出するOutputをツ，その価格を力，ツ生
産のためのinputを伽，一’，伽，それらの価格をか，・…・・，加とする。πを利
潤とすればこの企業の行動は
　　∫　　　　　　　　刑　　　　1M1ax．π…〃一Σク搬
　　　　　　　　　　．t＝1　　／、仁ツ、伽、、、伽）
で示される。1階条件は
渚　　　　　　I　二加 3；1，・・…“・・…，〃
’…’…（3－23）
・…　“・…　…（3－24）
であり，これはinputの限界生産佳が当該i叩utの価格とoutputの価格と
の比に等しいことを示している。（3－24）式の両辺に奴ト1，一・・，〃）を掛け
て加えると
　　　　珂　∂グ　刑　　　唱勿万ツ押　　　　　　……（ト25）
ここで，完全競争を仮定しているから
123
　ユ24
　　　抄＝Σ加物
　　　　　ゴ＝1
であり、したがって（3－25）式は
　　　田　∂ゾ　　　ξ、柳万＝ツ　　　　　　　　…………（3－25）’
となる。
　　　ツ＝八炊，……，伽）
の場合、偏徴分方程式
　　　冊　∂グ　　　員、幻亙＝仰
の解は〃次の同次関数となるが，（3－25）1式は〃＝1のケースを示している
ので，その解である生産関数は1次同次，すなわち
　　　プ（伽，＾…，赦冗）…勿（”1，……，狛）
となるのである。
　逆に，生産関数が1次同次である限り，完全競争の場合超過利潤は発生しな
い。「すなわち，各生産要素に対する報酬（fair　ret岨nを含む）の支払いによ
って配分し尽される」という完全配分の命題が成立つのである。これを手短か
に確認しておこう。
　生産関数が1次同次であるから・オイラーの定理により，偏徴分方程式
　　　祀　∂グ　　　貫、幻万昌ツ
が成立する。競争企業の利潤極大化行動より
　　　∂グ　加　　　一＝一　　ノ＝1，……，勿　　　∂勿　カ
これを上記方程式に代入して
　　　冊　　　Σ1幼ゴ≡〃
　　　介1
すなわち，outputの総価値額はinputに対する報酬の総和に等しいのであ
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る。
　さて，生産関数の1次同次性については，r隈界生産性はinputの投入量の
比率のみに依存し，生産の規模が変化しても変らない」という重要な命題も成
立つ。これには同次関数についての次のような定理が有用である。
〔定理7〕刎次の同次関数の1階の偏導関数は（〃一1）次の同次関数で
ある。
〔証〕
∫（κ，ツ）が〃次同次であるから
1（赦，り）二まげ（κ，ツ）
両辺をκで偏徴分すると
　　　∂グ（赦，妙）
左辺＝　　　　　彦　　　　∂批
　　　　∂グ（”，ツ）
右辺≡押　　　　　∂κ
　　　　　　　　　∂グ（加，勿）　　∂ゾ（”，ツ）
左辺＝右辺より　ま　　　　　4旭　　　　　　　　　　∂赦　　　　　　批
両辺をξで割って∂脇妙）一仰一・狐ツ）
　　　　　　　　　　∂赦　　　　　　∂北
　　　∂1（北，ツ）
これは　　　　　が（ト1）次の同次関数であることを示す。　　　　　伽
〔証終〕
したが一て・生産関数が・次同次であれ1其各・・砒の限界生産性（竿）・
㌣））は・次の同次関数1・て示される。すなわち
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　　　　　　　　助（κ，ツ）　∂灰批，妙）
　　　　　　　　　∂κ　　　　∂加
となり，各inputをま倍しても，限界生産性は変化しない。隈界生産性が変化
するとすれぱ，inputの投入比率を変えたときに限られるのである。
注（1）この表現は便宜的なものであって，正確にはげ（κ）がαを含むある空間Iで無隈
　　回徴分可能で，その上，Iの中の任意の■に関して1im　R＝Oが成立している時
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　蜆→｛坦　Lには」としなけれぼならない（高瀬〔7，p．104〕）竈
　（2）　2つの調整ブロセスの説明については今井他〔3〕が巧みである。そこでは一般
　　釣な市場調整プロセスが解説され，その中にワルラス，マーシャルのそれを特殊な
　　ケースとして含むという優れた手法が採られている。
　（3）参考迄に（1－9）式を求めるプロセスを示しておく。（1－8）式の両辺に2一尾2F（ζ）ま
　　を掛け，まで積分し，
　　　　　　σ＝ξ十6φ2ダ（尋）ま　　　　　　　　　　　　　　　　　………………（A）
　　initial　conditiOn　より
　　　　　　‘＝⑳一身　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　・・…・・“・“・…・・（B）
　　（A），（B）式より（1－9）式が求められる。
（4）戸（O）とすれぼ，F（O）＝／（κ，ツ），すなわちま＝O場舎が得られる。よって，亙（チ）
　を0のまわりで（ア（κ十〃，ツ十肋）を（”，ツ）のまわりで）テイラー展開，すなわち
　F（ま）のマクローリソ展開が念頭に置かれる。
（5）補償所得に関する基本的関係式ぱ
　　　　　　　∂〃
　　　　　　　山＝”1　　　　∂伽
　で示される（その導出プ巨セスについては，例えぱ，今井他〔3，p－66〕参照）。
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ε（6）ε，ηを無隈少（限りなくOに近づく変数） とする。一を考え
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　η
　　　　ε　　　　一→Oならば「εはηより高位の無限少」
　　　　η
　　　　ε　　　　一→‘ならば「εとηは同位の無隈少」
　　　　η
　　　　ε　　　　一→土ooならぱ「εはηより低位の無限少」
　　　　η
　という。εがηより高位の無隈少ということは，εはηよりも遼くOに近づくと
　いうことを意味する。（山田・松田〔8，p．85〕参照）
（・）・・パらぱ（。＿。）式は仁プ（り），皇一。一亙，五十並，よって4、一
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　∂”　　　∂κ　∂ツ　　　砂
1・”十〇・〃＝”，2≡尤よりみ二”
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（・）比一芸幽・細・舳）
㈱一知・知一去（伽・知）伽・舌（伽・知）勿
（9）右辺の徴分は次のとおりである。
　　　∂　　　一抑＝〃抑一1　　　〃
舌（舌仰）一・（物一・）炉
　　　が　　　一抑＝犯（胸一1）……（刎一左十1）卯一比　　　〃比
（1◎　このプロセスでば合成関数の徴分法を用いているK3－9），（3－9）’式）。
（功　この場合，連立方程式の係数の行列式は，行列式の基本的性質を利用することに
　よってDと表わすことができる。
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